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 كمية الهندسة الميكانيكية والكهربائية الثانية                                          قسم: قوى ميكانيكية
 /                                                                السنة: الثانية4مقرر: رياضيات/

 د. توفيق أبوشديد                                                      لثةالثا :المحاضرة

 التوافقيةالتوابع 

( ) إذا كان  من المستوي العقدي, عندئذٍ يكون شرطي  Dتابعاً تحميمياً في منطقة ما       
 أي: Dريمان محققين من أجل أي نقطة من -كوشي

𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
                

𝜕 
𝜕 
  
𝜕 
𝜕 
     

موجودة فإننا نستنتج باشتقاق      نت المشتقات الجزئية من المرتبة الثانية لمتوابع فإذا كا
 المعادلتين السابقتين أن:

𝜕  
𝜕  
 
𝜕  
𝜕 𝜕 
                

𝜕  
𝜕  
  
𝜕  
𝜕 𝜕 
     

من جميع المراتب تكون موجودة     تحميمياً فإن المشتقات الجزئية لمتابعين  ( ) بما أن التابع 
 .   وىي توابع مستمرة بالنسبة لــ 

 بجمع الطرفين في العلاقتين السابقتين:
𝜕  
𝜕  
 
𝜕  
𝜕  
                       

𝜕 
𝜕  
 
𝜕 
𝜕  

 

 وكذلك يمكن البرىان عمى أن:
𝜕  
𝜕  
 
𝜕  
𝜕  
           

 .Dمن أجل جميع نقاط المنطقة 
    نسمي المعادلتان السابقتان بمعادلة لابلاس التفاضمية الجزئية في المتحولين المستقمين  

 بالتابعين التوافقيين.    ويسمى التابعان 
 تعريف:

( ) إذا كان   Dأنيما توافقيان في المنطقة    نقول عن التابعين  تابعاً تحميمياً في       
( ) كذلك إذا كان  . Dالمنطقة  أنيما     تابعاً تحميمياً عندئذٍ نقول عن التابعين       

 (.̅ الذي يرمز لو بـ   متوافقان ومترافقان )كممة مرافق مختمفة تماماً عن مرافق عدد عقدي 

 ملاحظة:
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نو يمكننا معرفة الآخر وذلك باستخدام شرطي إذا عمم أحد التابعين المتوافقين المترافقين فإ
 ريمان.-كوشي
(   ) : برىن أن التابع (1مثال)  توافقي, ثم أوجد مرافقو التوافقي:         
 الحل:

𝜕  
𝜕  
              

𝜕  
𝜕  
    

 ومنو:
𝜕  
𝜕  
 
𝜕  
𝜕  
   

 عادلة لابلاس, ولمعرفة مرافقو التوافقي نعمم أن:أي أن التابع يحقق م
 

𝜕 
𝜕 
      

 ريمان:-لكن حسب كوشي
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
      

 ثابت نجد:  باعتبار   بمكاممة العلاقة السابقة بالنسبة لــ 
𝜕 
𝜕 
                      ( )    ( ) 

 . لكن بما أن: ياً لممتحول تابعاً اختيار  ( ) حيث 
𝜕 
𝜕 
  
𝜕 
𝜕 

 

 نجد:  باشتقاق العلاقة)*( بالنسبة لممتحول 
𝜕 
𝜕 
       ̀( )   

𝜕 
𝜕 
           

 بذلك نجد:
 ̀( )           ( )           

 : بالتالي فالتابع المرافق الموافق لــ 
                

( ) كما أن التابع الموافق   ىو:      
 ( )           (        )     

  (                  )     
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  ((    )(    ) )     
 (    ) 

(   ) : برىن أن التابع (2مثال)   توافقي ثم أوجد الدالة                    
( ) بحيث يكون   تحميمي.      

 الحل:
𝜕 
𝜕 
                      

𝜕  
𝜕  
          

𝜕 
𝜕 
                      

𝜕  
𝜕  
           

 ومنو:

    
𝜕  
𝜕  
 
𝜕  
𝜕  
       

 توافقي.  بالتالي 
 ريمان:-حسب كوشي

𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
              

                      ( ) 
 بما أن:

𝜕 
𝜕 
  
𝜕 
𝜕 
              ̀( )                     
  ̀( )       ( )        

                          
 ومنو:

 ( )       (                 )   (                 

  ) 
     (          )  (          )                 
         (          )   (    )   (    )     
                  
        (       ) 

 
(   ) : برىن أن التابع (1)مسألة , والتابع  توافقي ثم عين مرافقو التوافقي         

( ) التحميمي       . 
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(   ) ىن أن التابع : بر (2)مسألة توافقي ثم عين مرافقو التوافقي  (           )    
( ) , بحيث يكون التابع    . بدلالة  ( ) تحميمياً ثم اكتب       

=============== 
 التكامل العقدي

i. :تعاريف أساسية 
 المنحني المستمر: (1

 حيث أن: (   )  المنحني المستمر ىو مجموعة النقاط 
   ( )    ( )            

 .[a,b]مستمران عمى المجال  t: تابعان لممتحول الحقيقي ( )  ( )  
 أي: zيقابميما قيمة واحدة لــ  t1 , t2مثل t فإذا كان ىناك قيمتان لــ 

 (  )   (  )       (  )   (  )   
 ة المضاعفة لممنحني المستمر.تدعى ىذه النقطة بالنقط

 منحني جوردان: (2

أما إذا كان لممنحني المستمر  ىو بالتعريف المنحني المستمر الذي ليس فيو نقاط مضاعفة.
 نقطة مضاعفة وحيدة وىي طرفا المنحني أي إذا كان:

 ( )   ( )       ( )   ( )   
 فإن المنحني في ىذه الحالة يسمى بمنحني جوردان البسيط المغمق.

 المنحني الموجه: (3

. ᴦونرمز لو بــ  tالمنحني الموجو  ىو منحني جوردان موجو إما باتجاه تزايد قيم الوسيط 
  t للمنحني الموجو باتجاه تناقص قيم الوسيط  -ᴦونرمز لو بـ 

( )  ᴦإذا كان    ( )  فإن:      حيث  ( )   
  ᴦ  ( )   (     )       حيث  (     )   
 (: 3مثال)
( ) التابع  | | Γيمثل الدائرة  (          )      

 نلاحظ أن:
 ( )          (

 

 
)        ( )              (  )    

 ة.ىو بعكس دوران عقارب الساع Γفالاتجاه الموجب عمى 
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 إن:
 Γ    ( )   (   (      )      (      )) 

                             
 يوافق اتجاه دوران عقارب الساعة. Γ والاتجاه الموجب عمى 

 المنحني المنتظم (4

إلى عدد من المجالات الجزئية بحيث يكون في كل مجال جزئي  [a ,b]إذا قسمنا المجال 
مشتقات مستمرة ولا تنعدم بآن واحد فإننا       حيث  ( )     ( )   ين التابع

 نسمي المنحني منحنياً منتظماً.
 المنحني الأممس: (5

 إن المنحني المنتظم المؤلف من أجزاء صغيرة في كل جزء منيا يكون التابعان
مستمران ويسمى كل  ( )       ( )   قابمين للاشتقاق, كما أن مشتقييما( )         ( )     

 جزء بمنحني أممس وطولو يعطى بالمعادلة:

  ∫ √ ́   ́ 

  

  

   

            ( )         ( )   حيث: 
ii. :التكامل العقدي 

( )    ليكن لدينا العقدي,  من المستوي Dتابعاً عقدياً مستمراً معرفاً عمى منطقة       
ونيايتو  Aبدايتو النقطة  Dويقع بأكممو داخل المنطقة  Lمنحنياً أممساً طولو محدد  Γليكن 

 معادلتو:  Bالنقطة 
   ( )   ( )    ( )            

 .bإلى  aمن  tيطابق تغير  Γبفرض أن الاتجاه الموجب عمى 
   ( )     ( ) 

 
 يعرف بالشكل التالي: Γطول المنحني عمى  ( )   تكامل التابع 
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∫ ( )  

Γ

 ∫(    )(      )

Γ

 ∫  [ ( )] 
 

 

 ̀( )    

 احسب التكامل (:4)مثال

∫
  

    
 

 

|    |   أي  rونصف قطرىا    دائرة مركزىا  cحيث     
 الحل:

 من معادلة الدائرة:
       

                       
           ومنو: 

 بالتالي فإن:

∫
  

    
 

 ∫
       

    

  

 

  ∫   

  

 

     

 احسب التكامل (:5)مثال

∫
  

(    )   
 

 

|    |   أي  rونصف قطرىا    دائرة مركزىا  cحيث   1-عدد صحيح لا يساوي  nو    

 الحل:
 من معادلة الدائرة:

       
                       

           ومنو: 

∫
  

(    )   
 

 ∫
       

       (   )

  

 

 
 

  
∫        

  

 

 

 فإن:    عندما: 

∫
  

(    )   
 

 ∫
  

    
 

     

 فإن:    أما إذا كانت 

∫
  

(    )   
 

 
 

  
∫        

  

 

 
 

  
∫ (            )  
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[
     

 
  
     

 
]
 

  

   

 أي:

∫
  

(    )   
 

  {
                 
             

 

 احسب قيمة التكامل (:6)مثال
∫    

Γ

 

 حيث إحداثيات النقاط ىي: AB, OAالمنحني المؤلف من المستقيمين  Γحيث 
 (   )    (   )   (   ) 

 .OBثم احسب التكامل نفسو عمى طول المستقيم 
   OA: y=0 , AB: x=1 الحل:

 
∫    

Γ

 ∫(    ) (      )

Γ

 ∫(    ) (      )

  

 ∫(    ) (      )

  

 

 ∫    

  

 ∫(    ) (   )

  

 ∫    

 

 

  ∫(    )   

 

 

 

 
 

 
  ( 

 

 
   )   

 

 
(     ) 

 طريقة ثانية:
 :OBمن معادلة المستقيم 

     
           ;                 بفرض 

             
 بما أن:
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∫ ( )  

Γ

 ∫(    )(      )

Γ

 ∫  [ ( )] 
 

 

 ̀( )    

∫ ( )  

  

 ∫(     ) (    )  

 

 

 ∫(          )  

 

 

 

 ( 
  

 
   
 

 
   )

 

 

  
 

 
(     ) 

 احسب قيمة التكامل (:7)مثال
  ∫(     )  

𝛤

 

| |ىو الربع الموجب من  𝛤حيث     
                    

 

 
 

           ومنو: 

  ∫(     )  

𝛤

 ∫(          )       

 
 

 

 

   ∫(           )  

 
 

 

 

   [
 

  
     

 

  
    ]

 

 
 
 
 

 
  
  
       

 

 
   

 
 

 
(   
  

 
     

  

 
)   (          )  

 

 
   

  
 

 
    

 

 
    

  

 
 
 

 
  

 احسب قيمة التكامل (:3)مسألة
∫( ̅)   

Γ

 

 حيث إحداثيات النقاط ىي: AB, OAالمنحني المؤلف من المستقيمين  Γحيث 
 (   )    (   )   (   ) 

 .OBالمستقيم ثم احسب التكامل نفسو عمى طول 
==================== 

 


